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НЕЛІНІЙНІ ПОПЕРЕЧНО-КУТОВІ КОЛИВАННЯ ПІДРЕСОРЕНОЇ ТА 

НЕПІДРЕСОРЕНОЇ ЧАСТИН КОЛІСНИХ ТРАНСПОРТНИХ ЗАСОБІВ ТА ЇХ 

ВПЛИВ НА СТІЙКІСТЬ РУХУ 

 
Розроблено методику аналітичного дослідження впливу нелінійних поперечно-кутових 

коливань системи підресорена-непідресорена частини на стійкість руху колісних транспортних 

засобів вздовж криволінійних ділянок шляху. Отримано систему нелінійних диференціальних 

рівнянь, які описують динаміку відносного руху вказаної системи та побудовано перше 

наближення її аналітичного  розв’язку. Особливістю коливань вказаних частин є те, що їх власні 

частоти залежать від амплітуд. Тому динамічна взаємодія між підресореною та непідресореною 

частинами, а також дорожнім покриттям та шинами визначаються амплітудно-частотними 

характеристиками коливань вказаних частин які зумовлені нерівностями шляху. 

Використовуючи рівняння кінетостатики системи непідресорена-підресорена частини, 

визначено сили динамічної взаємодії пружних коліс із дорожнім покриттям – базові 

співвідношення для оцінки стійкості руху. Встановлено: відносні коливання підресореної та 

непідресореної частин транспортного засобу значною мірою зменшують критичні значення 

швидкості стійкого руху на перекидання;критичне значення швидкості стійкого руху на 

перекидання є більшим для більших величин статичної деформації пружних елементів та шин, 

а також прогресивної характеристики пружних елементів. 

Отримані основні результати можуть служити базою для створення програмного 

продукту адаптивних підвісок, а їх достовірність підтверджується отриманням у граничному 

випадку результатів, які стосуються більш простих – лінійних розрахункових моделей динаміки 

транспортних засобів.  

Ключові слова: колісний транспортний  засіб, системи підресорювання, адаптивні 

підвіски, нелінійні поперечно-кутові коливання, амплітудно-частотні характеристики коливань, 

рівняння кінетостатики. 

 

Вступ. Плавність ходу,стійкість руху, керованість, прохідність є основними 

експлуатаційними характеристиками колісних транспортних засобів (КТЗ) [1-7]. Вони 

визначаються силами взаємодії шин та дорожнього покриття, а також підресореної та 

непідресореної частин (ПЧ та НПЧ). Оцінка стійкості руху на базі “статичних” значень сил 

тиску шин на дорожнє покриття призводить до неточностей визначення критичних значень 

швидкості стійкого руху, керованості вздовж криволінійних ділянок шляху. Динамічна ж 

взаємодія коліс із дорожнім покриттям визначається коливаннями ПЧ та НПЧ, розподілом 

маси у транспортному засобі, станом шин та ін. Коливання вказаних частин КТЗ визначаються 

крім зовнішніх чинників (нерівностей шляху, які є однією із основних причин їх виникнення), 

силовими характеристиками системи підресорювання (СП) (пружними елементами та 

демпферними пристроями) та шин. У більшості КТЗ використовують СП у яких зв'язок між 

відновлювальними силами та деформаціями чи деформаціями та їх швидкостями описується 

нелінійними залежностями. Не дивлячись на це, базові аналітичні дослідження впливу на 

експлуатаційні характеристики закону зміни відновлювальних сил СП та пружних шин 

проведені для лінійних математичних моделей [8-14]. Що стосується аналітичних досліджень 

впливу нелінійної відновлювальної сили пружних елементів на плавність ходу, стійкість руху, 

керованість, прохідність, то проблема залишається відкритою через відсутність 

математичного апарату побудови аналітичних розв’язків нелінійних диференціальних 

рівнянь, які описують механічну систему ПЧ та НПЧ КТЗ. Чисельна симуляція ж вказаних 

нелінійних диференціальних рівнянь не дає можливості зробити узагальнених висновків через 

низку їх властивостей. Тому існує проблема вибору мінімально можливих розрахункових 

моделей, які з одного боку максимально відображали б вплив основних властивостей СП КТЗ 

та шин на динаміку ПЧ та НПЧ, а з іншого – мали баналітичний розв’язок. Саме часткове 
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розв’язання вказаної загальної проблеми стосовно стійкості руху КТЗ вздовж криволінійних 

ділянок шляху розкривається у роботі. 

Аналіз останніх досліджень. Більшість КТЗ спроектовані так, щоб вони були 

симетричними відносно вертикальної площини, яка проходить через центр мас ПЧ та НПЧ, а 

отже поперечно-кутові коливання для них не залежать від поздовжньо-кутових і навпаки [15]. 

Вказане, певною мірою, служить для спрощення розрахункових, а від так математичних 

моделей динаміки КТЗ у залежності від проблеми яка розглядається. Так для дослідження 

керованості руху у достатньо розглядати відносні поздовжньо-кутові коливання системи ПЧ 

та НПЧ, плавності ходу та прохідності – повздовжньо-кутові та вертикальні, стійкості руху – 

поперечно кутові [16-22].  

Одним з ефективних шляхів розв’язання вказаної вище проблеми є метод 

математичного моделювання динамічного процесу із отриманням аналітичного розв’язку 

математичної моделі. Проте аналітичні дослідження пов’язані із урахуванням динаміки ПЧ та 

НПЧ, пов’язані із побудовою розв’язків системи звичайних нелінійних диференціальних 

рівнянь. Отримати в загальному випадку для них аналітичні співвідношення, які були б базою 

для оцінки впливу амплітудно-частотної характеристики коливань ПЧ та НПЧ на основні 

експлуатаційні характеристики є проблемою яку неможливо вирішити математично. Тому у 

низці праць [17-20], для часткового вирішення існуючих проблем максимально спрощували 

розрахункові моделі, обмежившись тільки урахуванням коливань ПЧ. В той же час, навіть із 

аналізу лінійних математичних моделей [23-26] випливає, що коливання НПЧ КТЗ значно 

впливають на основні експлуатаційні характеристики під час руху вздовж шляху із 

нерівностями.  

Інший підхід побудований на експериментальних дослідженнях [12,13] впливу тих чи 

інших чинників на динаміку ПЧ із нелінійною силовою характеристикою СП, не може дати 

відповіді на низку важливих питань, які стосуються, зокрема, резонансних процесів під час 

руху КТЗ вздовж ж шляху із впорядкованою системою нерівностей; впливу поодиноких 

нерівностей на частоту коливань адже остання залежить від амплітуди та ін. Крім того, 

експериментальні дослідження потребують значного матеріального та часового ресурсу. 

Таким чином, найбільш ефективним способами дослідження впливу динаміки ПЧ та НПЧ на 

експлуатаційні характеристики є ті, в основу котрих покладено поєднання аналітичних 

результатів досліджень коливань вказаних частин із базовими положеннями стійкості, 

керованості та плавності руху. Саме такий підхід розвивається у роботі при дослідженні 

стійкості руху КТЗ вздовж криволінійної ділянки шляху із поодинокими нерівностями. 

Метою статті є виведення аналітичних співвідношень, які визначають вплив на 

критичну швидкість стійкого руху основних параметрів, які описують силові характеристики 

СП, шин та динаміки ПЧ та НПЧ КТЗ для розрахункової схеми КТЗ (рис.1). 

Опис умов: двовісний КТЗ із залежною підвіскою з нерозрізним мостом рухається 

криволінійною ділянкою шляху із низькочастотним дорожним профілем зі сталими 

швидкістю  та радіусом кривини ділянки шляху .  

Необхідно визначити критичні значення швидкості стійкого руху з огляду на занесення 

і перекидання із урахуванням коливань ПЧ та НПЧ. За розрахункову схему КТЗ приймається 

двомасова плоска система (рис.1): підресорена частина (ПЧ) - 1, непідресорена частина (НПЧ) 

- 2. Відносний рух вказаних частин здійснюється у вертикальній площині, а взаємодіють між 

собою вказані частини за рахунок пружних елементів (3) та демпферних пристроїв (4). Із 

дорожнім покриттям КТЗ взаємодіє шинами (5). Вважається, що переміщення центрів мас ПЧ 

та НПЧ за рахунок наїзду коліс правого чи лівого бортів є значно меншими за переміщення 

всіх інших точок відповідних частин. Така “мінімальна модель”, як буде показано нижче, 

дозволяє отримати аналітичну залежність для визначення впливу коливань ПЧ та НПЧ на 

стійкість руху, а в подальшому може бути узагальнена і досліджена на інших експлуатаційних 

характеристиках. Щодо пружних властивостей шин (F1i) і пружних елементів (F2i), то вони 

залежать від їх деформацій, в подальшому приймемо  

V 
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Рисунок 1 - Розрахункова схема КТЗ 

 

ці деформації як (1i, 2i) і описуються вони відповідно залежностями  та 

, а сили в’язкого тертя шин та демпферних пристроїв пропорційні до швидкості 

їх деформацій  чи  у степені : ,  (i = 1 для шин, 

пружних елементів і демпферних пристроїв  правого борта і відповідноi = 2 - лівого борта, ,

, - відомі сталі). Щодо параметрів  та , які вказують на відхилення пружних 

властивостей шин і пружних елементів від лінійного закону, то вони додатково повинні 

задовольняти умовам існування у ПЧ та НПЧ коливального процесу. Це буде справджуватись 

якщо . За допомогою вказаних функцій вдається описати силові 

характеристики шин та пружних елементів широкого спектру КТЗ. 

 

Виклад основного матеріалу. Для розв’язання поставленої задачі перш за все 

необхідно описати динаміку відносного руху вказаних частини КТЗ. За наведених вище 

припущень математична модель відносного руху має два ступені вільності (свободи). За 

узагальнені координати для неї приймаються кути повороту відповідних частин навколо 

поздовжніх осей які проходять через центри мас відповідних частин у відносному статичному 

їх положенні: - непідресореної частини, - підресореної частини. Для того щоб 

отримати узагальнені сили, які відповідають вказаним узагальненим координатам перш за все 

визначимо статичні деформації вказаних частин: - статична деформація шин; 

- статична деформація пружних елементів,  та  - ваги відповідно НПЧ та 

ПЧ. Тоді деформації шин правого і лівого бортів у довільний момент часу приймають значення 

, .  

Подібним чином знаходимо деформації пружних елементів правого та лівого бортів у 

довільний момент часу. Таким чином, узагальнені сили які відповідають прийнятим 
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узагальненим координатам двомасової системи яка розглядається приймають вигляд системи 

рівнянь (1) 

 

( 

 

(

(1) 

а від так диференційні рівняння відносного руху прийнятої розрахункової моделі 

набувають наступного вигляду: 

 

 

 

 

(2) 

,  моменти інерції ПЧ та НПЧ КТЗ відносно поздовжніх осей, які проходять через 

їх центри мас,  та  - відповідно моменти сил опору демпферних пристроїв 

та в’язких сил шин відносно вказаних вище осей.  

Для знаходження динамічного тиску шин на опорну поверхню перш за все необхідно 

знайти амплітудно-частотну характеристику двомасової системи що розглядається, а це 

пов’язано із побудовою аналітичного розв’язку системи диференціальних рівнянь (2).  

Методика побудови аналітичного розв’язку математичної моделі системи ПЧ та 

НПЧ КТЗ. Базою для побудови наближеного аналітичного розв’язку системи 

диференціальних рівнянь є наступні фізично обґрунтовані положення, які мають місце для 

руху КТЗ вздовж довільних ділянок шляху: а) максимальні значення сил опору демпферних 

пристроїв СП є значно меншими від максимальних значень сил пружних елементів; б) 

коефіцієнти “жорсткості” шин є значно більшими ніж відповідні коефіцієнти пружних 

елементів, тобто >> . Це випливає із того, що для всіх КТЗ статичні деформації шин є 

значно меншими від статичних деформацій СП. Наведене дозволяє представити систему 

диференціальних рівнянь (2) не змінюючи її точності у вигляді: 

 

 

 

 

(3) 

Виходячи із наведеної порівняльної оцінки основних характеристик СП та пружних 

шин випливає, що максимальні значення правих частин системи диференціальних рівнянь (3) 

є значно меншими від максимальних значень відповідних других доданків лівих частин. 

Останнє є обґрунтуванням застосування загальних ідей методів збурень [27, 28] під час 

побудови розв’язку системи нелінійних рівнянь (3). 

Власні коливання незбуреного руху ПЧ та НПЧ КТЗ. Ефективність застосування 

методів збурень нелінійних диференціальних рівнянь залежить від можливості побудови і 

розв’язку відповідної системи незбурених рівнянь. Для випадку, що розглядається це нелінійні 

диференціальні рівняння (4): 
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Їх розв’язки  виражаються [17, 18] через періодичні Ateb-функції [29-31] у вигляді 

системи (5): 

 

 

 

 

(5) 

 

у яких , , ,  відповідно амплітуди та фази коливань незбуреного руху ПЧ 

та НПЧ, ,  - початкові фази незбуреного руху. Що стосується власних частот , 

, то вони як і для більшості нелінійних коливних систем залежать від амплітуд 

відповідних частин і приймають значення: 

, . 

Для інженерного використання більш зручними є залежності для частот від амплітуд 

відповідних частин, які враховують статичні деформації пружних елементів. Тому якщо, 

використати вказані параметри, які характеризують пружні елементи СП та шини, отримуємо 

наступне співвідношення: 

 (6) 

 

На рис.2, рис.3 представлено залежності власних частот коливань у герцах                                       

( ) від амплітуд відповідних частин 

за різних значень статичних деформацій ПЧ та НПЧ при наступних параметрах КТЗ 

.    

 

 

 

 

 

   
а) б) в) 

 

Рисунок 2 - Залежність частоти поперечно-кутових коливань НПЧ від її амплітуди 

коливань при 
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а)  

б)  

в)  

   
а) б) в) 

 

Рисунок 3 - Залежність частоти поперечно-кутових коливань ПЧ від її амплітуди 

коливань 

 

а) ;  

б) ; 

в) . 

Представлені результати показують, що для регресивних характеристик СП та пружних 

шин для більших величин амплітуд коливань власні частоти відповідних частин є меншим і 

одночасно для прогресивних – більшими, одночасно для більших величин статичних 

деформацій власні частоти є меншими.  

Співвідношення (5), (6) є одночасно  базою для визначення впливу демпферних 

пристроїв та сил в’язкого тертя на амплітудно-частотну характеристику коливань ПЧ та НПЧ 

КТЗ, а також величин початкових значень амплітуд коливань підресореної та непідресореної 

частин. 

Методика визначення впливу сил демпферних пристроїв СП та в’язко-пружних 

сил шин на амплітудно-частотну характеристику коливань КТЗ. Отриманий у зв'язок між 

частотами власних коливань ПЧ та НПЧ та їх амплітудами не враховує впливу сил опору 

демпферних пристроїв СП та в’язко-пружних сил шин. Як показано у [29], за малого 

максимального значення вказаних та іншої природи нелінійних сил у порівнянні із 

максимальним значенням відновлювальної сили амплітуда та частота коливального процесу є 

повільно-змінною функцією часу. Для знаходження законів зміни в часі цих функції 

узагальнимо основні ідеї методу Ван-дер-Поля на систему диференціальних рівнянь (3). Це 

дозволяє розв’язок розглядуваної системи нелінійних диференціальних рівнянь шукати у 

вигляді  

 (7) 
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де невідомі функції часу , , ,  знаходяться так, щоб 

співвідношення (7) задовольняло вихідній системі диференціальних рівнянь (3).  

Примітка. У залежностях (7) та нижче за розв’язок незбурених рівнянь (4) 

приймаються перші (верхні) залежності співвідношень (5). Це не накладає якісь обмеження на 

методику знаходження невідомих функцій , , , .    

Щоб знайти закони зміни вказаних невідомих функцій шляхом диференціювання 

співвідношень (6) за часом перш за все, знайдемо із урахуванням наведеного, похідні за часом 

функцій, які будуть описувати збурений рух обох частин КТЗ – система рівнянь: 

 

 

 

(8) 

Наступним диференціюванням за часом наведених залежностей знаходимо  та 

 таке співвідношення: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(9) 

У співвідношеннях (8) враховано, що відповідно до методу Ван-дер-Поля мають 

справджуватись співвідношення:  та 

. Крім цього, безпосередньою перевіркою 

переконуємось, що для коливань ПЧ та НПЧ КТЗ власні частоти у випадку, коли пружні 

властивості елементів системи підвіски описуються розглядуваним типом нелінійностей, 

задовольняють тотожностям  та.

. Наведене у сукупності дозволяє отримати звичайні 

диференціальні рівняння для визначення закону зміни амплітуд затухаючих коливань ПЧ та 

НПЧ 
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(10) 

де функції  та  відповідають 

значенням правих частин диференціальних (3) за умови, що в них  та  і їх похідні 

визначаються відповідно до залежностей (6), (7).   

Отримані залежності показують що: а) за деяких кінематичних параметрів системи ПЧ-

НПЧ та силових характеристик підвіски та шин у розглядуваній моделі динаміки КТЗ 

можливий внутрішній резонанс [32]. Це питання може бути предметом окремих досліджень; 

б) амплітуди коливань ПЧ та НПЧ за період коливань підресорених чи не підресорених частин 

змінюються на малу величину. Вказане є підставою для усереднення за фазами коливань 

правих частин рівнянь (10), отримуємо 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(11) 

Таким чином, для першого наближення коливальний процес системи ПЧ та НПЧ 

описується залежностями (6) у яких параметри , , , зв’язані системою 

диференціальних рівнянь першого порядку (11). Для однозначного описання його необхідно 

додатково вказати для диференціальних рівнянь (11) початкові умови. 

Відомо, що причиною коливань ПЧ та ПНЧ є нерівності шляху. Вважається, що 

відстань між ними є такою, що після подолання транспортним засобом однієї із них завдяки 

наявним демпферним пристроям та силам в’язкого тертя шин у момент контакту шини із 

наступною нерівністю коливання обох частин припиняються. Це дозволяє за початкові умови 

для системи диференціальних рівнянь вибирати ті, які узгоджуються із “реакцією” шини у 

момент контакту її із нерівністю. Приймаючи до уваги, що під час руху КТЗ:  

- шина безвідривно контактує із нерівністю шляху;  

- нерівність шляху незначної довжини;  
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- транспортний засіб рухається зі сталою за величиною швидкістю (швидкість 

переносного руху КТЗ)  

- із достатнім степенем точності можна вважати, що відносна складова швидкості НПЧ 

КТЗ у момент наїзду колеса на нерівність рівна проекції швидкості руху КТЗ на вертикаль.  

Таким чином, базою для визначення початкової амплітуди поперечно-кутових 

коливань є співвідношення: , - кут нахилу до горизонтально ділянки шляху 

дотичної до нерівності у точці контакту шини і нерівності. Приймаючи до уваги залежності 

(6) - (8)  та наведене вище отримуємо 

 (12) 

Алгебраїчне рівняння (12) дозволяє визначити початкове значення амплітуди коливань 

НПЧ КТЗ зумовлене нерівністю шляху 

 (13) 

Подібним чином і знаходиться початкове значення амплітуди поперечно-кутових 

коливань підресореної частини. Умовою для її знаходження є рівність швидкостей точок 

приєднання пружних елементів до НПЧ та ПЧ у початковий момент часу. Отримуємо:  

 (14) 

Таким чином, АЧХ коливань ПЧ та НПЧ  описується звичайними диференціальними 

рівняннями  (11) за початкових умов (13) та (14). 

Методика визначення впливу коливань ПЧ та НПЧ на критичне значення 

швидкості стійкого руху КТЗ вздовж криволінійної ділянки шляху 

Критичні значення швидкості стійкого руху з огляду на перекидання визначаються 

величиною динамічної взаємодії шин із дорожнім покриттям. Базою для аналітичної оцінки 

вказаної взаємодії можуть служити рівняння кінетостатики системи ПЧ та НПЧ та отримані 

вище аналітичні співвідношення, які описують кінематику відносного руху вказаних частин. 

Щодо рівнянь кінетостатики розглядуваної системи, то вони для випадку руху КТЗ вздовж 

криволінійної ділянки зі сталою за величиною швидкістю приймають вигляд 

  

(15) 

де  - головні вектори сил інерції переносного руху ПЧ та НПЧ;  - 

головні моменти сил інерції вказаних частин відносно точки контакту шини лівого борта та 

дорожнього покриття;   та -  відповідно вертикальні та горизонтальні складові дії 

дорожнього покриття на колесо правого ( ) чи лівого ( )  бортів; ,  віддалі до 

дорожнього покриття центрів мас не підресореної та підресореної частин. 
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Відповідно до визначення головні вектори сил інерції переносного руху ПЧ та НПЧ 

рівні ,  -головні ж моменти сил інерції ПЧ та НПЧ визначаються 

залежностями  

 
 

 

(16) 

де , - моменти інерції ПЧ та НПЧ відносно точки контакту шини лівого борту 

і дорожнього покриття: , . Якщо підставити 

вказані значення сил інерції та їх моментів у рівняння кінетостатики обмежившись у них 

максимальними значеннями,  отримуємо 

 
 

 

 

(17) 

Отримані вище співвідношення є базовими для визначення критичних значень 

швидкості стійкого руху з огляду на перекодування та зсув. 

Умовою для визначення критичної швидкості з огляду на перекидання 

трансформованою для розглядуваної розрахункової моделі є  Із урахуванням вказаного 

отримуємо 

 
(18) 

Окремим випадком отриманої залежності при  є критичне значення швидкості 

стійкого руху з огляду на перекидання без урахування коливань НПЧ. На рис. 4. представлено, 

відповідно до залежності (18), залежність критичної з огляду на перекидання швидкості 

стійкого руху. 
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а) б) в) 

 

   
г) д) е) 

 

   
є) ж) з) 

 

   
и) і) к ) 

 

Рисунок 4 - Залежність критичного значення швидкості  від амплітуди коливань ПЧ за 

різних силових характеристик СП та пружних шин  

a, рад 

V, м/с V, м/с V, м/с 

V, м/с V, м/с V, м/с 

a, рад a, рад 

a, рад a, рад a, рад 

a, рад 

V, м/с V, м/с V, м/с 

V, м/с V, м/с V, м/с 

a, рад a, рад 

a, рад a, рад a, рад 
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а) ;  

б) ; 

в) ; 

г) ; 

д) ; 

є) ; 

ж) ; 

з) ; 

и) ; 

і) ; 

к) . 

Представлені графічні залежності показують, що критичне значення швидкості з 

огляду на перекидання:  

- без урахування коливань НПЧ є більшим для СП із більшою величиною статичної 

деформації пружних елементів. Збільшення статичної деформації пружних елементів від 0.15 

м. до 0.25 м. спричиняє зростання критичної швидкості на 27% при амплітуді коливань 

 і , а при  - на 35%; 

- із більшим значенням параметру нелінійності  для малих амплітуд коливань є 

меншим і більшим для “великих” амплітуд коливань ПЧ; 

- для СП із прогресивним законом зміни відновлювальної сили для малих амплітуд 

коливань є більшим як із лінійним за одних і тих же значень статичної деформації, а для 

великих навпаки. При амплітуді коливань ПЧ  і статичній деформації ПЧ 0.25 м. 

критичне значення швидкості стійкого руху при  є на 5% більшим як для СП із лінійним 

законом, а при  - меншим на 11%.  

Що стосується впливу коливань НПЧ та статичної деформації шини то: 

- збільшення статичної деформації шини з 0.03 м до 0.05 м спричиняє зростання 

критичної швидкості руху при  на 9% ( , а при 

 і  на 29%; 
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- зростання амплітуди коливань НПЧ спричиняє зменшення критичної швидкості 

стійкого руху. Зростання  від 0.01 рад до 0.015 рад спричиняє зменшення критичної 

швидкості на 35% при , , а при  - на 45%. 

У випадку:  

- регресивної характеристики  пружних елементів і прогресивної шин критичне 

значення швидкості стійкого руху є для більших значень параметру  дещо більшим для 

малих амплітуд коливань ПЧ і навпаки меншим - для великих амплітуд коливань ПЧ. При 

амплітуді коливань ПЧ 0.1 рад зростання параметру   від  до  спричиняє зростання 

критичної швидкості стійкого руху на 3%, а при амплітуді коливань 0.4 рад – критичне 

значення швидкості стійкого руху зростає на 33% при таких значеннях інших параметрів 

системи ; 

- регресивної характеристики пружних елементів та шин критичне значення швидкості 

стійкого руху є більшим за критичне значення швидкості за регресивного закону зміни 

пружних властивостей СП і лінійних пружних властивостей шин. 

Висновки. Отримані  у роботі результати показують, що: 

- критичні значення швидкості стійкого руху із урахуванням поперечно кутових 

коливань НПЧ навіть при малих амплітудах коливань останніх є до 30% меншими порівняно 

з випадком коли цим чинником знехтувано; 

- поперечно кутові коливання ПЧ ТА НПЧ КТЗ значною мірою зменшують критичне 

значення швидкості стійкого руху з огляду на перекидання. Зростання амплітуди коливань 

НПЧ  від 0.01 рад до 0.015 рад спричиняє зменшення критичної швидкості стійкого руху  

на 35% при , , а при  - на 45% за всіх 

інших вказаних значень параметрів СП; 

- для КТЗ із прогресивним законом зміни характеристик пружних елементів більшим 

величинам їх статичної деформації та шин відповідає більше значення критичної швидкості 

стійкого руху. Збільшення статичної деформації шин з 0.03 м до 0.05 м спричиняє зростання 

критичної швидкості руху при на 9% ( , а при 

 і  на 29%. 

Таким чином, використання у КТЗ СП із прогресивним законом зміни характеристик 

пружних елементів збільшує критичне значення швидкості стійкого руху у порівнянні із 

амортизаторами із пружними елементами з лінійним чи регресивним законом зміни 

відновлювальної сили. Одночасно нехтування коливаннями НПЧ навіть за малих амплітуд її 

коливань призводить до завищених результатів критичних значень швидкості стійкого руху. 
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PhD Nanivskyi R. 
NON-LINEAR TRANSVERSE-ANGULAR OSCILLATIONS  

OF SPRUNG AND UNSPRUNG PARTS OF WHEELED VEHICLES  

AND THEIR INFLUENCE ON TRAFFIC STABILITY 

 

A method of analytical study of the nonlinear transverse-angular oscillations influence of the 

sprung-unsprung part system on the traffic stability of a wheeled vehicle along curved road sections has 

been developed. A system of nonlinear differential equations describing the dynamics of the relative motion 

of this system has been obtained and a first approximation of its analytical solution has been constructed. 

The peculiarity of the oscillations of the specified parts is that their natural frequencies depend on the 

amplitudes. Therefore, the dynamic interaction between the sprung and unsprung parts, as well as the road 

surface and elastic tires are determined by the vibrations amplitude-frequency characteristics of the 

specified parts, which are caused by road irregularities. Using the kinetostatics equation of the unsprung-

sprung part system, the forces of dynamic interaction of elastic wheels with the road surface were 

determined – the basic ratios for evaluating traffic stability. It has been established: the relative oscillations 

of the sprung and unsprung parts of a vehicle significantly reduce the critical speed values of stable motion 

for overturning; the critical speed value of stable motion for overturning is greater for larger static 

deformation values of elastic shock absorbers and tires, as well as the progressive characteristic of elastic 

shock absorbers. 

The obtained main results can serve as a basis for the creation of a software product of adaptive 

suspensions, and their reliability is confirmed by obtaining results in the extreme case, which apply to 

simpler - linear calculation models of vehicle dynamics.  

Keywords: vehicle, suspension systems, adaptive suspensions, nonlinear transverse-angular 

oscillations, amplitude-frequency characteristics of oscillations, kinetostatics equation. 

  




